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ABSTRACT

Sensitivity analysis when defining simple fitting functions in order to determine the relative permeability
in water-oil systems.

In the present work, the experimental curves from the flow core test are fitted by means of simple
functions previously proposed that are linearized in order to find new relationships between
parameters. A Least Square Method leads to a simplified methodology for obtaining the unknown
fitting coefficients. A sensitivity analysis is carried out on those coefficients in order to show their
influence on the determination of relative permeability curves in water-oil systems by the unsteady
method, either at a constant flow pressure, or at a constant injected flow. This technique shows its
simplicity, accuracy and speed of calculation.

INTRODUCCION

El presente trabajo es una extension de las publicaciones presentadas en congresos del IAPG
(Gonzélez y Prado 2014, 2016) donde se exponian las técnicas de ajuste para curvas experimentales
con el fin de determinar permeabilidades relativas en sistemas agua-petréleo por el método no
estacionario, tanto a gradiente de presion de flujo constante como a caudal de inyeccidn constante.
Se presentara una simplificacién en la determinacién de los pardmetros de ajuste para la obtencién
de las funciones que aproximan a las curvas experimentales. Asimismo, se realizard un andlisis
de sensibilidad de estas funciones de ajustes para evaluar la influencia de la variacién de sus
parametros sobre la determinacién de las curvas de permeabilidad relativa.

Segun Crotti (2004), una posible curva de ajuste a los resultados experimentales de los ensayos
de barrido tendria la forma general de la ecuacién polinémica de grado n,

Y=c, X" +c, X" +..+c,X +c, X=(+a)’ (1)

n-1
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donde ay b son pardmetros de ajuste, al igual que los coeficientes cn de la expresion polinémica,
y t representa el tiempo. Por experiencia de uso, se ha comprobado que este método de ajuste
implica generalmente la utilizacién de polinomios de grado 5 o superior, lo que determina entonces
que la cantidad de pardmetros a ajustar resulte de, al menos, 8 por cada curva experimental. Esto
conlleva mucho trabajo y tiempo de célculo debido a que los ajustes matematicos provistos por
estos polinomios no son mondtonos.

Conlafinalidad de subsanarlas desventajas indicadas previamente, se propuso una metodologia
simplificada de ajuste para la determinacion de las funciones requeridas para la obtencién de las

curvas de permeabilidades relativas.
Procedimiento 1: proceso a gradiente de presion constante

En un proceso de barrido a gradiente de presion constante, se propuso el ajuste a los resultados
experimentales correspondiente a la variacién con el tiempo, t, del volumen de agua inyectada,

vw, mediante la aproximacién (Gonzéilez y Prado 2014),
Vo (9 =V, +[s-(t-T,,)-d]+d-expl-(t T, /A| t=T, @)

donde V. . es el primer volumen de agua inyectada medido, al tiempo T, .. El coeficiente A es
el Gnico valor necesario para ajustar los valores de la discrepancia entre los valores experimentales
dado que s y d representan, respectivamente, la pendiente y el término independiente de la recta
de ajuste a los valores finales del ensayo de barrido.

Por otra parte, el ajuste propuesto para los resultados experimentales de variacion temporal
del volumen de petréleo barrido, v , se desarrolla en la ecuacion (3), (Gonzalez y Prado 2014). Este
ajuste es valido a partir del tiempo de ruptura, TPR, tiempo cuando rompe el frente de agua en la

cara de salida de la muestra,
v,(t)=V, _(Vo _VPR)GXP{_ [(t _TPR)/ B]N} t2Tpp 3)

En la ecuacioén (3), Vo representa el volumen total de petréleo producido, VPR es el volumen
de petroleo producido en el tiempo de ruptura, TPR. El coeficiente B y el exponente N serian los
unicos valores necesarios para el ajuste. Dada la solicitud de monotonia de la derivada temporal
de la ecuacion (3), se requiere que 0 <N < 1. Como puede observarse para el ajuste de estas dos
curvas experimentales s6lo es necesario la determinacién de tres parametros de ajustes (A, B y
N), los cuales pueden obtenerse por minimos cuadrados y si fuese necesario se pueden reajustar

manualmente.
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Procedimiento 2: proceso a caudal de inyeccién constante

En un proceso de barrido a caudal de inyeccién de agua constante se propuso (Gonzéilez y
Prado 2016) que el ajuste para el volumen obtenido de petréleo sea el mismo que el dado por la
expresion del Procedimiento 1, ecuacién (3), mientras que para el ajuste de la variacién temporal

de la presion, p, se propuso la aproximacioén

p(t) =P _(P _PPR )eXp{_ [(t - TPR)/C]M} t> TPR (4)

En la ecuacién (4), la constante P representa la presién final del ensayo cuando se ha dejado
de producir petréleo, PPR es la presion de flujo en la cara de entrada de la muestra en el tiempo
de ruptura, TPR. El coeficiente C y el exponente M serian los tnicos valores necesarios para
ajustar las mediciones experimentales. Dada la solicitud de monotonia de la derivada temporal
de la ecuacién (4), se requiere que 0 <M < 1. En este procedimiento es necesario determinar dos
parametros de ajuste para cada una de las curvas experimentales (B y N, C y M).

A partir de estas aproximaciones y de sus derivadas temporales, se lleva a cabo la obtencién
de las curvas de permeabilidad relativa mediante el procedimiento detallado por Jones y Roszelle
(1978).

Metodologia

A continuacién se analiza un proceso de regresion lineal genérico y la linealizacion de las
ecuaciones de ajuste (2), (3) y (4) con la finalidad de obtener relaciones funcionales entre los
pardmetros de ajuste y simplificar su posible obtencién analitica y facilitar asimismo el posterior

andlisis de sensibilidad de los resultados al cambio de estos pardmetros.
AJUSTE MEDIANTE REGRESION LINEAL POR MINIMOS CUADRADOS

Sea, en general, un proceso de ajuste a una serie de resultados, por ejemplo pares (xk, yk),

mediante una regresion lineal, donde se propone un ajuste de la forma

y=ax+p ©)
con o y  pardmetros a determinar.
El problema de ajustar una recta 6ptima de minimos cuadrados a un conjunto de n pares
de datos (xk, yk), corresponde a reducir a un minimo la expresiéon (Burden y Faires 1998; Chapra
y Canale 1999)
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L=§[yk—(axk+ﬁ)] (6)

con respecto a los pardmetros oy  de la recta de ajuste. La ecuacion (6) representa la sumatoria
de las discrepancias al cuadrado entre los valores yk, y los correspondientes valores de ajuste para

y, de acuerdo a la ecuacidn (5). Para que ocurra un minimo, es necesario que

oL _o oL _y )
da EY
resultando
1 n n ) n
[nzxk'}’k XYJ {[zxk'xk]'y_{zxk.yk}x} 3
_ 1k:1 B=y-ax= k=1 . k=1 ()
(Zxk X, xxj HZ xk-ka—nx-x}
ni4 k=1
donde
S %y
nia ‘ nia ‘ ©)
Si el ajuste tuviera una forma tal que
B=0 = y=ax (10)
entonces,
a(12xk-xk—x-xj:1 > Xy, — x(a x) (11)
ni= ni=

y resolviendo para el parimetro a, siendo § = 0, resulta
n
X -
) 2%V (12)
n
Z X X
k=1

Consecuentemente, la recta de regresion resulta

o

Xy
yax &

R
Z X" X
k=1

expresion que representa el mejor ajuste lineal cuando el pardmetro f es nulo.
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Por su parte, segin Chapra y Canale (1999), el coeficiente de correlacién del ajuste, r, es
1) xy
B n\ &~ k Yk
= {1 - ;1 m
1\}’;(; Xk.xk] - XX V’E[;yk‘yk] -yy

(14)

mientras que 7 representa el denominado coeficiente de determinacién del ajuste. Ambos
coeficientes caracterizan la bondad del ajuste.

Como lo establecen Chapra y Canale (1999), “se pueden usar transformaciones para
expresar los datos en una forma que sea compatible con la regresién lineal”. Dicho proceso va a
ser aplicado en la siguiente seccidn.

LINEALIZACION DE LOS AJUSTES A LAS CURVAS EXPERIMENTALES DE BARRIDO
Volumen de agua inyectada: Procedimiento 1 (proceso a gradiente de presion constante).
Reescribiendo la expresion de ajuste para el volumen de agua (w) inyectada

Vw(t):\/ini+[S'(t_ﬁni)_d]_'_d'exp[_(t_-rini)/A] tz-rini (2)

despejando la funcién exponencial de (2)

(vw(v-wni)—gs-(t—nn;)—d]:exp[_(t_TM)/A] (15)

aplicando el logaritmo natural a la expresién (15)

In {(vw(t)-v,-n,-)—[;-(t—T,-n,-)—d]}:_(t—AT,-n,-) (16)

y denominando

yw:/n{(vw(v-Vini)_[s'(t_Tini)_d]} a:_l XW:t_7-ini (17)
d A
resulta la ecuacidn linealizada de la forma

Yo=2aXx, (18)
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Comparando la ecuacién (18) con la (13), y dada (12), resulta entonces

2
a_wa-yW__l - A:_Z(XW) (19)

S X(x,) A 2 Xy Y

y, consecuentemente,

A=— Zk (tk _Tini)2
%, {(tk _Tim).,,,,[[vw (t.)-Vil-[s-(t, —T,n,.)—d]} (20)

d

Asi, la ecuacién (20) representa una posible expresién para la determinacion del pardmetro A,

siendo k= 1,2,--,n el numero de valores empiricos con que se cuenta.

Volumen de petrdleo producido: Procedimientos 1y 2 (procesos a gradiente de presion

constante y a caudal constante)

Reescribiendo la expresion de ajuste para el volumen de petroleo (o) obtenido

v, (t) = Vo - (Vo _VPR)eXp{_ [(t - TPR)/ B]N} tz TPR (3)

despejando la funcién exponencial de (3)

Vo(”“/o) :exp{—(;jN(t—TPR)N} 1)

(V. — V.

o

aplicando el logaritmo natural a la expresién (21)

m{wxu_%}:‘(#f@—ﬂww @2)

(Ver -V,) B

definiendo las variables

Ve (1)-V, _ (1Y - N
yo_m{m} b= [Bj XO—(t—TPR) (23)

o

resulta la expresién linealizada
Yo =bX, (24)

Comparando la ecuacién (24) con la (13), resulta la forma general

Xy 1 ( 2(x, )
b: [ 0 — . B: S L - A
(x,) BN A\IJ/( Zxo-yoj 25)
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y, consecuentemente,

|

’ 2N
B(N) = m’f— . [(t“N - T”C) ( t] v (26)
\’J b3 k{(tk - TPR) '/n|:(VPR —VO) }}

La ecuacién (26) desarrolla una posible expresion para la determinacién del parimetro B
como funcién del exponente N, siendo k = 1,2,---,n el nimero de valores empiricos con que
cuenta el ensayo de barrido.

Variacion de presion: Procedimiento 2 (proceso a caudal constante).
Reescribiendo la expresién de ajuste para la variacion de la presion (p) durante el barrido,

p(t)=P _(P _PPR )exp{— [(t - TPR )/ C]M} t= TPR (4)

despejando la funcién exponencial de (4)

p(t)-P :exp{—(;jM(t—TPR)M} 27)

(PPR_P)

aplicando el logaritmo natural a la expresion (27)

,n{p(t)—P}:_(le(t_TPR)M 28)

(P —P) c

definiendo las variables como
Yo =In p(t)=P C=—1M x, =(t—Tp )" 29)
P (P PR = ) C P = (
se obtiene la expresion linealizada
Yo=CX, (30)

Comparando la ecuacién (30) con la (13) y dada la expresién (12), resulta entonces la

representacioén general

o= 2XYs 1 C:M(— Z(X")ZJ (31)
(x,)} C" \
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y, consecuentemente

C(M)= M/_ Z [(tk - TPR)ZM] (32)
0\‘ X k {(tk - TPR )M'/n|iz£:: )—_PI;:|}

De la aplicacién de la ecuacidn (32) resulta una posible expresion para la determinacion del
parametro C como funcién del exponente M, siendo k= 1,2,---,n el nimero de valores empiricos
con que cuenta el ensayo de barrido.

Las ecuaciones (20), (26) y (32) demuestran que, en principio, seria necesario ajustar solamente
los coeficientes N y M, ya que los coeficientes A, B y C quedarian determinados por los valores
experimentales, estando B y C también definidos a partir de los valores propuestos de N y M,
respectivamente. Por su parte, N y M pueden ajustarse manualmente u obtenerse mediante la
utilizacién de los propios solvers con que cuentan las planillas electrénicas de célculo.

Como esta metodologia es esencialmente matemdtica, se requiere evaluar la calidad de los
ajustes con respecto a los valores experimentales (proceso generalmente realizado en forma grafica)
y reajustar estos coeficientes conforme con la fisica del problema. De todas formas, los coeficientes
obtenidos a partir de (20), (26) y (32) pueden resultar los puntos de partida para procedimientos de

ajuste manual o que impliquen la utilizacién de solvers.
ANALISIS DE SENSIBILIDAD A LOS PARAMETROS DE AJUSTE

Como lo establecen Juan y Faulin (2005), el Analisis de Sensibilidad “estudia cémo afectaria a
la solucién 6ptima obtenida y a la funcién objetivo el cambio (dentro de un rango predeterminado)
de uno de los parametros, manteniendo fijos los restantes”.

Por otra parte, como lo reconocen Kendall y Kendall (1997), la manera mas simple de identificar
una tendencia es por juicio grafico, mediante la simple observacién de una representacion gréfica,
y su utilidad se debe a la habilidad para realizar anilisis de sensibilidad mediante la utilizacién de
planillas electrénicas de calculo. Andlogamente, Juan y Faulin (2005) observan la intima relacién
de este tipo de andlisis con el uso de las hojas de cilculo, metodologia también utilizada en el
presente trabajo.

Debido al andlisis previo, se considera solamente la sensibilidad del método a las variaciones
de los pardmetros A, N y M. Se establece una variaciéon de £30% para cada uno de ellos con
respecto a los valores obtenidos como ajustes optimizados, recordando que tanto M como N no
deben superar la unidad. Por otra parte, en el caso de las aproximaciones mediante una ecuaciéon
polinémica, el ajuste muchas veces lleva a funciones no monétonas y es dificil visualizar la

dependencia de dichas funciones con cada pardmetro.
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Resultados

A continuacién se presentan las tablas resumen, las curvas de ajuste de los resultados
experimentales y las consecuentes curvas de permeabilidad relativa para cuatro casos de anilisis.

Los valores de los coeficientes de correlacion, r, de todos los ajustes resultan negativos dado
que las pendientes de las expresiones linealizadas, ecuaciones (18), (24) y (30), son negativas (a <
0, b <0, c<0). Esto es asi dado que tanto A, B como C deben tomar valores positivos pues son
coeficientes de una funcién exponencial necesariamente decreciente, segin las definiciones del
modelo utilizado en el presente trabajo, ecuaciones (2), (3) y (4).

Con la sola excepcidn del ajuste de la variacion temporal de la presion de barrido en el caso
de la Berea 8, las restantes aproximaciones mostraron elevados coeficientes de determinacién
de los ajustes, 7, (proximos a la unidad). De esta forma, de los ocho ajustes que se debieron
realizar, siete se pudieron hacer analiticamente, segtin la opcién 1 (minimizando el funcional L y
resolviendo solo para N y/o M, segun corresponda), ajustando eficientemente al modelo fisico. En
el caso de la Berea 8, se debi6 reajustar teniendo en cuenta el comportamiento fisico del barrido.
Se probaron otros ajustes, como ser la opcién 2 (minimizando el funcional L, pero resolviéndolo
para el coeficiente B independientemente del valor de N) y la opcién 3 (maximizando el valor
de 12, y resolviéndolo para el coeficiente B independientemente del valor de N). Lo expuesto
es presentado en las Tablas 1 y 2 (las opciones seleccionadas estin coloreadas) y representado
graficamente en las Figs. 1 y 2. Como puede observarse, en el caso del ajuste del volumen de
petroleo las tres metodologias llevan a resultados practicamente idénticos, no asi para el caso
del ajuste de la presion de entrada, donde la opcién 2 muestra un mejor ajuste fisico a pesar de
presentar un bajo valor del coeficiente r2.

Tabla 1. Opciones de ajuste de coeficientes para el volumen de petréleo obtenido, Berea 8.

opcion ] N B r 7 L
7 | L minimo, B=B(N) 0,824 23.634 20,0926 0,9852 0,1516
2 | L minimo, (B,N)indep. | 0,787 24.764 20,9913 0,9827 0,1312
3 maximo 2 0,931 23.261 20,0941 0,9882 0,3538
7 N\

Volumen de Petrdleo en Berea 8

@ e Vol medido
£ 5
2
5 414 —=—B(N) L min
S 3@
2 —o—ByN, L min
1 —o—B(N), r"2 max
0 T r =
0 20000 40000 60000 80000 100000 120000
Tiempo (s]
L po (s) )

Figura 1. Comparacién de opciones de ajuste para la variacién del
volumen de petréleo, Berea 8.
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Tabla 2. Opciones de ajuste de coeficientes para la variacion de la presion de barrido, Berea 8.

opcion M C r r L
1 L minimo, C=C(M) 0,850 14.514 -0,344 0,118 16,562
2 | L minimo, (C,M)indep. 0,850 2.945 -0,344 0,118 0,597
3 maximo r? 0,1883 258,05 -0,693 0,480 4,970
s N
Presion de entrada en Berea 8
21
205 @ Presion medida
21 ~0-C(M), L min
195 ]
= b —@—-Cy M, L min
g 19 ;i
- 185 LE —=0—C(M), r'2 max
e 18 EN
17.5 S - ®
& s ———%
165
16 |
0 20000 40000 60000 80000 100000 120000
Tiempo (s)
\ J

Figura 2. Comparacion de opciones de ajuste para la variacion de
la presion de barrido, Berea 8.

Los casos analizados corresponden a ensayos de barrido ya presentados (Gonzalez y Prado,
2014, 2016), correspondiendo a dos procedimientos a gradiente de presién constante (CASO
[: muestra 8-20-6S y CASO II: muestra 4-10-18) y a dos procedimientos a caudal de inyeccion
constante (CASO III: Berea 8 y CASO IV: Berea 27).

En la obtencién de los pardmetros de ajuste se utilizd siempre la opcidn 1, salvo el caso
previamente comentado. El anilisis de sensibilidad se realiz6 mediante el uso de una planilla
de Excel, estableciéndose que la “variacién tolerable” (Juan y Faulin 2005) de los coeficientes de
ajuste sea del £30% y teniendo en cuenta que los coeficientes N y M no pueden superar la unidad.

En las Tablas 3 a 6, se presentan estos parametros de ajuste, los coeficientes que miden
la bondad de dichos ajustes y los extremos de variacién de los pardmetros con la finalidad de
interpretar su influencia en los calculos de las permeabilidades relativas.

En las Figs. 3, 5, 7 y 9, se presentan los graficos de ajuste optimizados y de analisis de
sensibilidad mediante la variacién de parametros, para cada uno de los cuatro casos. En los casos |
y Il el analisis de sensibilidad se realiz6 sobre los coeficientes A y N, mientras que en los casos I1I
y IV los coeficientes sobre los cuales se efectud el analisis de sensibilidad fueron N y M.

En las Figs. 4, 6, 8 y 10 se presentan las curvas de permeabilidades relativas obtenidas por el método de
Jones y Roszelle (1978). Se comparan las curvas calculadas con los valores optimizados (representadas en
los graficos por los “marcadores”) y las correspondientes a los valores extremos. Atn con la gran variacién
propuesta para los pardmetros de ajuste, puede observarse en los graficos de permeabilidad relativa que
sus valores no discrepan apreciablemente, salvo en algunos casos en el extremo de saturacién de agua
irreductible, lo que no representa un problema ya que dicho valor se determina en forma experimental
durante el barrido y no presenta mayores dificultades el modificarlo en el grafico (esto no se realiz6 en

este trabajo, pues el fin es mostrar la discrepancia con el valor optimizado).
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Tabla 3. Procedimiento a gradiente de presion constante — Ajustes optimizados.

CASO | muestra A N B r(A) r(A) r(N.B) | #(N,B)
| 8-20-6S | 39.343 0,858 16.879 | -0,9776 | 0,9557 | -0,9991 | 0,9982
1 4-10-18 | 29.146 0,820 45.600 | -0,9850 | 0,9703 | -0,9849 | 0,9701

Tabla 4. Procedimiento a gradiente de presion constante — Variacion de parametros.

CASQO | muestra A N B A min A méx N min N méx
| 8-20-6S | 39.343 0,858 16.879 | 27.540 | 51.145 0,600 1,000
1l 4-10-18 | 29.146 0,820 45.600 | 20400 | 37.890 0,574 1,000

Tabla 5. Procedimiento a caudal constante — Ajustes optimizados.
CASO | muestra N B M C r(N\B) | AINB)| riM,C) | P(M,C)
11l Berea8 | 0,824 | 23.634 | 0,850 | 2.945 | -0,9926 |0,9852 | -0,344 | 0,118
IV | Berea27 | 0,658 | 60.434 | 1,000 | 14.417 | -0,9908 | 0,9818 | -0,8793 | 0,7732

Tabla 6. Procedimiento a caudal constante — Variacion de parametros.

CASOQO | muestra N B M C N min Nméax | Mmin | M max
1] Berea8 | 0,824 | 23.634 | 0,850 | 2.945 0,577 1,000 0,595 1,000
[\ Berea 27 | 0,658 | 60.434 | 1,000 | 14.417 | 0,461 0,856 0,700 1,000

CASO I (Muestra 8-20-6S) — procedimiento a gradiente de presion constante

J

B
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CASO II (Muestra 4-10-18) - procedimiento a gradiente de presion constante
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CASO 1V (Berea 27) - procedimiento a caudal constante
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Figuras 9. Ajuste optimizado y con variaciéon de parametros, CASO IV.
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CONCLUSIONES

Con la linealizacién y el andlisis de minimos cuadrados propuestos, se simplifica aun mas el
proceso de determinacién de los parametros de ajuste de las curvas de barrido.

Los pardmetros independientes resultan ser, uno solo (N) para el procedimiento a gradiente de
presion constante y dos (N y M) para el procedimiento de caudal de inyeccién constante, ya que
los restantes parametros (A y B o B y C) resultan aproximados a partir de los datos experimentales,
siendo ademds B =B(N) y C = C(M). De todas formas, la fisica del problema podria determinar la
necesidad de corregir estos coeficientes, lo que puede realizarse utilizando los solvers incorporados
en las planillas de calculo, procedimiento rapido y simple por la monotonia de las curvas de ajuste.

El analisis de sensibilidad sobre los parimetros A, N y M muestra que aun una variaciéon
relativamente importante de dichos coeficientes (considerada del orden del 30%) no influye

significativamente en la obtencién de las curvas de permeabilidades relativas, demostrando asi las

bondades de esta metodologia.

El procedimiento presentado para la obtencién de las curvas de permeabilidades relativas

resulta en una metodologia mucho mas simple cuando se la compara con otros métodos analiticos

y/o graficos mas laboriosos, obteniéndose resultados semejantes.
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